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Estimation ponctuelle
Estimation par intervalle

Les savoir-faire pour les évaluations

. Savoir ce qu’est un échantillon aléatoire, un échantillon, un estimateur, une estimation.
. Savoir ce que sont des variables aléatoires i.i.d

. Connaitre les formules des estimateurs classiques (moyenne empirique, variance empirique,

variance empirique corrigée)

. Connaitre espérance et variance de la moyenne empirique

5. Connaitre l'espérance des variances empiriques (non corrigée et corrigée)

6. Connaitre la définition du biais (et ce qu’est un estimateur sans biais ou asymptotiquement

10.

11.
12.

13.
14.
15.

16.

sans biais)

. Connaire 'erreur quadratique moyenne. Sa définition et le théoréme et sa démonstration

(= variance + biais au carré)

. Savoir ce qu’est un estimateur consistant

. Savoir que la méthode du maximum de vraisemblance permet de construire des estimateurs

& partir de la loi de probabilité

Connaitre et savoir utiliser le principe de construction d’un intervalle de confiance (en 3
étapes)
Savoir distinguer intervalle de confiance et intervalle de probabilité

Savoir construire un intervalle de confiance pour des données de loi normale avec variance
connue et avec variance inconnue.

Connaitre la définition de la loi du khi-2 et de la loi de Student
Savoir construire 'intervalle de confiance de la variance

Connaitre et savoir utiliser le théoréme central limite pour la construction d’un intervalle
de confiance.

Connaitre et savoir utiliser la formule de la variance pour la propagation des incertitudes



Résumé et compléments

Calcul de biais et erreur quadratique moyenne

Définition

Pour én un estimateur de 0 on définit :
le biais : R R
b(0,) =E[0,] — 0

A~

Un estimateur est sans biais (ou non biaisé¢) lorsque b(6,,) = 0.
Un estimateur est dit asymptotiquement sans biais si

lim b(6,) =0

n—-+00

On appelle erreur quadratique moyenne la quantité :

EQM (0,) = E[(6n — 0)%] = V(B,) + [b(6n)]?
Un estimateur est dit consistant si :

lim EQM (6,) =0

Preuve de le relation :E[(0,, — 0)2] = V(0,,) + [b(0,,)]2

E [(én - 9)2} —E [((én —E[f,]) + (E[f,] - 9))1

~

E [(én . 9)2} —E [(en —E[0,))2 + 2(0, — E[0.])(E[0n] — 0) + (E[f] — 9)2]
_E [(én _ E[én])Z] + 2R [(én ~E[Ou])(E[6n] — 9)} +E [(E[én] _ 9)2}

1l reste & simplifier ces trois termes. Le premier terme est la définition de la variance de O,

Le dernier terme est ’espérance d’une constante puisque 0 et E[f,] sont des nombres. Ainsi :
E[(El.] - 0)2] = (El6.] - 6)* = b(6,)?

1l reste & monter que le deuxiéme terme est nul.
Comme (E[#,] — 0) est une constante on peut écrire :

E (0 — E0.]) (B6:] — 0)] = (E[f] - O)E | (0 — E[A.)]
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Soit (X7, ..., X;) un échantillon aléatoire de loi quelconque tel que
EX;]=p et V(X)) =02

Exemple avec la moyenne empirique :

— 1
X = = )
w2
=1
On calcule E[X] :
— 1 1 1 1 1 1
EX|=E[-X;1+ -+ -X,]=-E[Xq|+ - +-E[X,]=—p+-+-p=p
n n n n n n

ainsi, on obtient pour le biais o o
b(X)=EX]—pu=0

X, la moyenne empirique, est un estimateur sans biais de ’espérance p.

Pour calculer l'erreur quadratique moyenne, on calcule V(X) :

V(Y)—V(lX—% -|-1X)— l 2V(X)—|— + l 2V(X)—i 2, _‘_i 2_12
BT . n- " \n ! n n) = 2¢ 2’ T

Ainsi, on obtient pour lerreur quadratique moyenne :

EQM(X) =V (X) +bX)* = ‘;2 +0= (;2

L’estimateur de la moyenne empirique est donc consistant.

Exemple avec la variance empirique :

n

SQZ%Z(XZ-—Y)Q
=1

On reproduit le méme type de calcul que pour la moyenne empirique, ¢’est seulement un peu

plus compliqué.

On commence par simplifier S? :

1< - = 1 < _1 < I —2 1¢ =
§2=23 (Xf—QXZ-X+X2):f§:Xf—2Xf§ Xi+-nX'=-Y X} -2XX + X
n n n n n
i=1 i=1 i=1 =1

1< —2
52 = - Z X2-X
i=1
En utilisant la formule de la variance (théoréme de Koénig-Huygens) on a :
V(X1) = E[X7] - E[X,]*

et donc
E[X?] = V(X1) + EDX? = o2 + 42
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On a de méme : )

| = V(X) +EX]? = 2 + 42

E[X

On rassemble maintenant les calculs :

Bs?) = Y RIN -BX = 13 (00 +) - (% 407
=1 ;
Ainsi

2 _
BIs? = (024 2) - (% +42) ="t
n n

On voit alors que 'estimateur variance empirique est biaisé puisque :

0,2

b(S?*) = E[S?] — 0% = ——
n
Dot I'idée de construire un estimateur de la variance corrigé, appelé variance empirique

corrigée et notée S*2 et tel que :
n

§2 _ 1 Z(Xi—ff

n—14%
i=1

On a alors un estimateur sans biais de la variance puisque :

n n—1
o’ —02=0

b(S*2) = E[S*?] — 02 = E[—— 5% —0? = — _E[S?] —0? =

n—1 n—1 n—1 n

Intervalle de probabilité pour la moyenne avec une loi normale de variance connue

On observe des réalisations x1,...,z, des variables aléatoires Xy, ..., X,, qui ont pour loi
N (u,0?) avec 0% connu mais g inconnu.

Le but du jeu est de construire un intervalle autour de Z (puisque la meilleure estimation de la
moyenne 4 est T) dans lequel p a une forte probabilité d’étre présent.

L’intervalle de confiance sera alors du type [T — ¢, + ¢| avec ¢ un nombre a trouver. Cet
intervalle est symétrique autour de T puisqu’il n’y a aucune raison de privilégier un cété plus
que l'autre et que X — p est une loi symétrique. Comme on évalue une probabilité, on utilise
I'estimateur de la moyenne empirique X et on cherche c tel que

PX-c<p<X+c)=1-a
On peut remanier cette inégalité :
Pl—c<p—X<ec)=1-a
ou encore B
Plu—X|<c)=1-a

ou encore B
P(I X —pul<c)=1-a

On sait cependant que o
X —p

a

v

Z = N(0,1)

Page 4



On va utiliser cette variable pour trouver c.
On recherche ainsi u tel que

X —p

P(] |<u)=1-«

S

Avec Z = X% ~ N(0,1) on éerit -
NG

P(Z|<u)=1-«
qui s’écrit aussi
Plru<Z<u)=1-a«a
ou bien
PZ<u)—PZ<-u)=1-«
ou bien par symétrie de la loi centrée
P(Z<u)—P(Z>u)=1—-«

ou bien
PZ<u)-(1-PZ<u)=1—-«

ce qui donne finalement
o
Avec cette relation, on peut dire que u est le quantile d’ordre 1 — § de la loi normale centrée

réduite. On 'écrit u = QG-g- Il est connu dans les tables ou par des logiciels (par exemple R).

Ainsi o
X —p
Pl——I<q-2)=1-a
N
On va alors transformer 'inégalité pour faire apparaitre un intervalle autour de p.
X —p
Pl-q-a < —F—<q-ga)=1-a
Jn
ou
P(—q1—e < —— < q1 %)_1—04
n
o o o
P(—q{_« <pu—X<q_e =1—-«
(—q1-1 N N5 =)
et on obtient o

soit o o -
P(MG[X—CH—%%,X g\/ﬁ

L’intervalle de probabilité recherché est alors

_ o — o
X—q_o—,X _a
[ Q-2 Jn +q1-¢ \/ﬁ]
et Uintervalle de confiance
[.75 —qi_eo 9 T+ q_e i]
1—5 \/’TL’ 1—5 \/ﬁ

On a obtenu finalement ¢ = ¢;_
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