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ÀÒÒÐÀÊÒÎÐ�ÐÅÏÅËËÅÐ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
ÊÎÍÒÓÐÎÂ Â ÇÀÄÀ×Å ÑÒÎÊÑÀ � ËÅÉÁÅÍÇÎÍÀ

ÄËß ÕÈËÅ � ØÎÓ ÒÅ×ÅÍÈß

Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå êâàçèêîíòóðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â çàäà÷å
Ñòîêñà � Ëåéáåíçîíà, èìååòñÿ ìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 1, íåêîòîðûå òî÷êè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðîì â ñëó÷àå ñòîêà è ðåïåëëåðîì â ñëó÷àå èñòî÷íèêà, òîãäà êàê äðóãèå
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåïåëëåðîì â ñëó÷àå ñòîêà è àòòðàêòîðîì â ñëó÷àå èñòî÷íèêà. Áèáëèîãðà-
ôèÿ: 36 íàçâ. Èëëþñòðàöèè:

1. Çàäà÷à Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà. Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè.
Âîçìóùåíèå îêðóæíîñòè

1.1. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà òàêîâà. Ïóñòü Ω0 � îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü â R2, îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé êðèâîé Γ0, îêðóæàþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò {0}.
Îáëàñòü Ω0 ñîîòâåòñòâóåò ïÿòíó æèäêîñòè â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò, à èñòî÷íèê-ñòîê ýòîé
æèäêîñòè ëîêàëèçîâàí â íà÷àëå êîîðäèíàò {0} ∈ Ω0. Çàäàííàÿ îáëàñòü äåôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: â ìîìåíò t òî÷êà s(t) =

(
x(t), y(t)

)
ãðàíèöû Γt îáëàñòè Ωt äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

ṡ = (ẋ, ẏ), îïðåäåëÿåìîé êèíåìàòè÷åñêèì óñëîâèåì
ṡ = ∇u íà Γt, (1.1)

ãäå ∇u = (ux, uy) � ãðàäèåíò ôóíêöèè u(t; ·, ·) : Ωt → R, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ñòîêñà [1]
uxx + uyy = qδ(x, y) â Ωt (1.2)

è äèíàìè÷åñêîìó óñëîâèþ Ëåéáåíçîíà [2]
u = 0 íà Γt, (1.3)

Ðàáîòà ïîääåðæàíà C.N.R.S (ïðîåêò �EDC25172�), ðåãèîíîì Ðîíà-Àëüïû (ïðîåêò �CIBLE 2010�) è Ðîññèéñêèì
ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

c© À. Ñ. Äåìèäîâ, Æ.-Ï. Ëîýàê, Â. Ðóíãå, 2013
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ãäå δ(x, y) � δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
q ∈ R õàðàêòåðèçóåò ìîùíîñòü èñòî÷íèêà-ñòîêà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü
Ωt ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè x. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî q = 2. Ïðè ýòîì t > 0
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñëó÷àþ èñòî÷íèêà, à t < 0 � ñëó÷àþ ñòîêà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷è (1.1)�(1.3). Îíè íà÷àëèñü ñ ðàáîò Ãà-
ëèíà [3] è Êî÷èíîé [4, 5], îïóáëèêîâàííûõ â 1945 ã. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî âûâåäåíî óðàâíåíèå

2πRe [ ḟ(ζ, t) ζf ′ (ζ, t) ] = q, |ζ| = 1, (1.4)

äëÿ îäíîëèñòíîãî îòîáðàæåíèÿ f(·, t) åäèíè÷íîãî äèñêà {ζ ∈ C ∣∣|ζ| 6 1} íà èñêîìóþ îáëàñòü Ωt.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f(ζ, t) = a1(t) + a2(t)ζ + . . .+ an(t)ζ

n, â [3] áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû aj(t). Â ñëó÷àå n = 2 ýòà ñèñòåìà
ïðèíèìàåò âèä [5]

a21(t)a2(t) = a21(0)a2(0), a21(t) + 2a22(t) = a21(0) + 2a22(0)− qt/π.

Åñëè |a2/a1| < 1/2, òî îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè f(·, t) åñòü óëèòêà Ïàñ-
êàëÿ Γ0 ñ ïîëÿðíûì ðàäèóñîì {r(θ) = a cos θ + b, b > a}. Â ñëó÷àå ñòîêà (ò.å. ïðè qt < 0) îíà
çà êîíå÷íîå âðåìÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â êàðäèîèäó Γt∗ , îñòðèå êîòîðîé, êàê îêàçûâàåòñÿ, íå äî-
ñòèãàåò òî÷êè ñòîêà. Äàëåå (ò.å. ïðè qt < qt∗, êîãäà |a2/a1| > 1/2), îòîáðàæåíèå f(·, t) ïåðåñòàåò
áûòü îäíîëèñòíûì è ðåøåíèå t 7→ Γt ïðåêðàùàåò ñâîå ñóùåñòâîâàíèå. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò äëÿ
îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñòîêà áûë óñòàíîâëåí Êóôàðåâûì [6].
Ñïóñòÿ 24 ãîäà ýòîò ðåçóëüòàò Êóôàðåâà ïîëó÷èë Ðè÷àðäñîí [7], îïèðàÿñü íà äîêàçàííóþ èì â
[7] òåîðåìó î ïîñòîÿíñòâå êîìïëåêñíûõ ìîìåíòîâ

Mn
def
=

∫

Ωt

zn dz ∧ dz, n > 1.

Ïåðâûå òåîðåìû î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.4) áûëè äîêàçàíû â [8].
Â [3]�[5], [8] çàäà÷à (1.1)�(1.3) èíòåðïðåòèðîâàëàñü, êàê òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ñðåçå

ïîðèñòîé ñðåäû. Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷è äîâîëüíî ÷àñòî ñòàëè íàçûâàòü çà-
äà÷àìè î òå÷åíèè Õèëå-Øîó, èëè ïðîñòî çàäà÷åé Õèëå-Øîó ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé . Èíòåðåñ ê
òàêèì çàäà÷àì îñîáåííî óñèëèëñÿ çà ïîñëåäíèå ãîäû (ñì., â ÷àñòíîñòè, [9]�[14] è öèòèðóåìóþ òàì
ëèòåðàòóðó). Ýòî âûçâàíî íå òîëüêî èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî ðîäà òå÷åíèé â èíæåíåðíîé ïðàê-
òèêå, ìàòåðèàëîâåäåíèè, â ïðîöåññàõ, ñâÿçàííûõ ñ ðîñòîì êðèñòàëëîâ (îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì
ðàáîòû [15]� [17]), íî è òåì, ÷òî ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ìîäåëÿìè (ñì., íàïðèìåð, [18]�
[20]) íåêîòîðûõ âåñüìà ñëîæíûõ äâóõôàçíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé ïîç-
âîëÿåò â êàêîé-òî ìåðå ïðåäóãàäàòü îñîáåííîñòè ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè (ñì., â ÷àñòíîñòè, [21]).

1.2. Âàæíûì ìîìåíòîì â èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1.1)�(1.3) áûëî îñîçíàíèå òîãî íåîæèäàííî-
ãî ôàêòà, ÷òî â ñëó÷àå ñòîêà (qt < 0) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì ñêîëüêî
óãîäíî ìàëîì t, åñëè íà÷àëüíûé êîíòóð Γ0 íå àíàëèòè÷åí õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïðè òàêîì íà÷àëüíîì êîíòóðå ñòîê íåâîçìîæåí: çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî
ðàçúÿñíåíà íèæå. À ìîæåò ëè òàêîé (íåàíàëèòè÷åñêèé) êîíòóð ñäâèíóòüñÿ â ñëó÷àå èñòî÷íèêà?
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî â [22, 23], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè
ìàëûõ âðåìåíàõ ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.3) â ñëó÷àå èñòî÷íèêà ñóùåñòâóåò. Íà ïåðâûé âçãëÿä,
âñå ýòî óäèâèòåëüíî, èáî çàêîí äâèæåíèÿ êîíòóðà Γ0 àïðèîðè íèêàê íå çàâèñèò íè îò åãî àíà-
ëèòè÷íîñòè, íè îò òèïà �äâèãàòåëÿ�: èñòî÷íèê èëè ñòîê. Âíóòðåííÿÿ ïðè÷èíà ýòèõ ôàêòîâ íèæå
âûÿâëåíà ïðè ðàññìîòðåíèè ýâîëþöèè ãàðìîíèê ñëàáîãî âîçìóùåíèÿ îêðóæíîñòè.

Ââåäåì â Ω+
t = Ωt∩R2

+ ôóíêöèþ v, ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèè u. Çàïàðàìåòðèçóåì
òî÷êó s(t) ∈ Γ+

t = Γt∩R2
+ ÷èñëîì η, çàäàþùèì òó ëèíèþ óðîâíÿ {(x, y) ∈ Ωt

∣∣v(t;x, y) = η} ôóíê-
öèè v, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ýòó òî÷êó s(t). Â ñèëó ñèììåòðèè Ωt è âûáðàííîãî (ïî ýòîé ïðè÷èíå)
çíà÷åíèÿ q = 2, ïàðàìåòð η ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ

s(t, ·) : [0, 1] 3 η 7→ s(t, η) = |s0sη| ∈ [0, |Γ+
t |],
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ãäå |s0sη| � äëèíà äóãè ^
s0sη êðèâîé Γ+

t , îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò òî÷êè
s0 ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé Γ+

t ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ x äî òî÷êè sη ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êðèâîé ñ
ëèíèåé óðîâíÿ {v(t;x, y) = η}.

Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì t â çàìûêàíèè ïîëóïîëîñû
Π =

{
u+ iv ∈ C

∣∣ −∞ < u < 0, 0 < v < 1
}

ôóíêöèþ Ãåëüìãîëüöà � Êèðõãîôà [24] ôîðìóëîé

A+ iB : w = u+ iv 7→ A(t;u, v) + iB(t;u, v)= ln

∣∣∣∣
∂z(t;w)

∂w

∣∣∣∣+ i arg
∂z(t;w)

∂w
, (1.5)

ãäå z = x+ iy ∈ Ω+
t . Èìååì

x(t, v) = x(t, 0)−
v∫

0

ea(t,η) sin b(t, η) dη, y(t, v) =

v∫

0

ea(t,η) cos b(t, η) dη, (1.6)

ãäå

x(t, 0) =

0∫

−∞
eA(t;u,0) du,

à
a(t, v) + ib(t, v) = A(t; 0, v) + iB(t, 0, v). (1.7)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó
|∇u|∣∣

s=s(t,v)∈Γt
= e−a(t,v),

êèíåòè÷åñêîå óñëîâèå (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
e−a = ẋ cos b+ ẏ sin b. (1.8)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1.1)�(1.3) ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ôóíêöèé
a è b. À èìåííî [25], çàäà÷à (1.1)�(1.3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ḃ(t, v) = e−2aa′ + b′e−a

v∫

0

[
eaȧ− e−ab′

]
dξ, ḃ

def
=

∂b

∂t
, b′ def

=
∂b

∂v
(1.9)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé a è b, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé (ïðè êàæäîì t) ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëü-
áåðòà: ñîãëàñíî (1.7) ôóíêöèè a è b ÿâëÿþòñÿ ñëåäîì ïðè u = 0 ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûõ â
ïîëóïîëîñå Q ôóíêöèé A è B. Ïî-ñóùåñòâó, èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâè-
åì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ñòîêà ïðè îòñóòñòâèè àíàëèòè÷íîñòè êðèâîé Γ0 õîòÿ
áû â îäíîé òî÷êå. Äåëî â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (1.9) æåñòêî ñâÿçûâàåò âîçìîæíîñòü ýâîëþöèè
ôóíêöèè t → b(t, v), ò.å. ýâîëþöèè óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê Γt â òî÷êå sv ∈ Γt, ñ ýâîëþöèåé
êîýôôèöèåíòà ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè exp a(t, v) êîíòóðà â ýòîé òî÷êå. Â ñëó÷àå ñòîêà (ò.å. ïðè
t < 0), êîãäà êîíòóð �ñúåæèâàåòñÿ�, ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ êîíòóðà â òî÷êå sv ∈ Γ0, îïðåäåëÿ-
åìàÿ óðàâíåíèåì (1.9), îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîé, åñëè â ýòîé òî÷êå êîíòóð Γ0 íå àíàëèòè÷åí.
Óðàâíåíèå (1.9) â ýòîì ñëó÷àå (ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì −t > 0) íåðàçðåøèìî ïî ïðè-
÷èíå, âñêðûòîé â òåîðåìå 1.2 è ñâÿçàííîé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì óáûâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè.

1.3. Çàìåòèì, ÷òî B(t, u, v) ≡ πv åñëè (è òîëüêî åñëè) êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ
{z ∈ C∣∣|z| = R0 > 0}, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò (ò.å. íîñèòåëåì δ-ôóíêöèè
â óðàâíåíèè (1.2)). Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ b â âèäå

b(t, v) = πv + β(t, v).

Çàìåòèì, ÷òî β(t, 0) = β(t, 1) = 0 (â ñèëó ñèììåòðèè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè êðèâîé Γ), è ðàçëî-
æèì ôóíêöèþ β(t, ·) : [0, 1] 3 v 7→ β(t, v) â ðÿä Ôóðüå

β(t, v) =
∑

k>1

βk(t) sinπkv



66 À. Ñ. Äåìèäîâ, Æ.-Ï. Ëîýàê, Â. Ðóíãå

ïî îðòîáàçèñó ek : [0, 1] 3 v 7→ sinπkv, k ∈ N, ïðîñòðàíñòâà L2(0, 1).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òå æå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå βk(t) îïðåäåëÿþò è ôóíêöèþ α0(t), çàäàâàå-

ìóþ ðàâåíñòâîì
A(t;u, v) = α0(t) + πu+

∑

k>1

βk(t)e
πku cosπkv.

ßñíî, ýòó ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü òàêæå ðàâåíñòâîì

a(t, v) = α0(t) + α(t, v), α(t, v) =
∑

k>1

βk(t) cosπkv.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèðàùåíèå ïëîùàäè |Ωt| = 2|Ω+
t | îáëàñòè Ωt çà åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî

∫

Γ

ṡ dΓ
(1.1)
=

∫

Γ

∂u

∂ν
dΓ,

ò.å. êîýôôèöèåíòó ïðè δ-ôóíêöèè â óðàâíåíèè (1.2). Äðóãèìè ñëîâàìè,
d

dt
|Ω+

t | = 1 ⇐⇒ |Ω+
t | = t+ t0, t0 = |Ω+

0 |. (1.10)

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ãåëüìãîëüöà � Êèðõãîôà ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

d

dt

1∫

0

( 0∫

−∞
e2A(t;u,v) du

)
dv = 1,

ïîñêîëüêó ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ w 7→ eA+iB ðàâåí |∂z/∂w| (1.5)= e2A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò ea(t,v) ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè êîíòóðà Γ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.10). Ïîýòîìó
îí, à ïîòîìó è ôóíêöèÿ α0(t), çàâèñÿò îò |Ω0| è êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå βk(t). Òàêèì îáðàçîì,
èñêîìàÿ äåôîðìàöèÿ íà÷àëüíîé êðèâîé Γ0, îïðåäåëÿåìàÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.9),
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýâîëþöèåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå βk(·) â ðàçëîæåíèè

β(t, v) =
∑

k>1

βk(t) sinπkv.

Òåîðåìà 1.1 (ñì. [26]). Óðàâíåíèå (1.9) ïðåäñòàâèìî â âèäå

β̇ −K(β)β̇ =
1

2(t+ t0)
F(β). (1.11)

Çäåñü K = K0 +K1 è F = F0 + F1, ãäå

[K0(β)β̇ ] (t, v) = b′(t, v) e−α(t,v)

v∫

0

eα(t,η) α̇(t, η) dη,

[K1(β)β̇](t, v) =

(∑

j>1

2βj β̇j

j + 1

)∑

k>1

(−1)k−1

k
sinπkv + [r1(β)β̇](t, v),

[F0(β)](t, v) =
1

π

{
e−2αα′ − b′e−α

v∫

0

e−αb′ dη + πb′e−α

v∫

0

eα dη

}
,

[F1(β)](t, v) =

(∑

j>1

2β2
j

j + 1

)∑

k>1

(−1)k−1

k
sinπkv + [ athbfs1(β)](t, v).

Ïðè ýòîì
|r1(β)β̇| 6 C‖β‖21‖β‖0, |s1(β)| 6 C‖β‖31,

ãäå
‖β‖1 = max

t

√∑

k>1

(
kβk(t)

)2

, ‖β̇‖0 = max
t

√∑

k>1

(
β̇k(t)

)2

.
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Ïîêîîðäèíàòíî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1.11) âûãëÿäèò òàê:

2(t+ t0)(β1β̇1 + r1(β)β̇) = (−β2
1 + 2

∑

j>2

β2
j

)
+s1(β),

2(t+ t0)(β̇k + rk(β)β̇) = −(k + 2)βk + sk(β), k > 2,

ãäå
|rk(β)β̇| 6 C‖β‖1+sgn |k−1|

1 ‖β̇‖0, |sk(β)| 6 C‖β‖2+sgn |k−1|
1 .

Èç òåîðåìû 1.1 ñ ïîìîùüþ êðîïîòëèâûõ ôóíêöèîíàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ìîæåò
áûòü âûâåäåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2 (ñì. [25]�[27]). Åñëè íà÷àëüíûé êîíòóð Γ0 � ìàëîå (îïðåäåëÿåìîå ôîðìó-
ëàìè (1.2)) âîçìóùåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R(0), òî â ñëó÷àå èñòî÷íèêà åãî ýâîëþöèÿ Γt

ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî è îíà åäèíñòâåííà íà ëþáîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Îòêëîíå-
íèå Γt îò îêðóæíîñòè ðàäèóñà R(t) =

√
R2(0) + 2t/π, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ïî÷òè

ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òî÷íåå, ñóùåñòâóåò ÷èñëî ρ ∈ (0, 1/8) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
µ ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ

[0, 1] 3 v 7→ b(t, v) = πv + β(t, v), β(t, v) =
∑

n>1

βn(t) sinπnv, (1.12)

îïðåäåëÿþùàÿ êîíòóð Γt, ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì t > 0, åñëè òîëüêî íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ôóíê-
öèÿ, çàäàþùàÿ êîíòóð Γ0, ò.å. ôóíêöèÿ

[0, 1] 3 v 7→ b(0, v) = πv +
∑

n>1

β0
n sinπnv, (1.13)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∑

k>2

(kβ0
k)

2 6 (µρ)1/2|β0
1 |3/2, 0 < |β0

1 | 6 µρ.

Ïðè ýòîì

|β̇1(0)− β̇1(0)| 6 µ,

√∑

k>2

|β̇k(0)− β̇k(0)|
2

6 µ,

ãäå

β1

2
(t) =

1

t+ t0

(
t0β

2
1(0) + 2

∑

k>2

β2
k(0)

t∫

0

dτ

(1 + τ/t0)k+2

)
, (1.14)

βk(t) =
βk(0)

(1 + t/t0)k/2+1
. (1.15)

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C (íåìíîãî ïðåâîñõîäÿùàÿ åäèíèöó) òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþ-
áîì t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|β̇1(t)− β̇1(t)| 6 Cµ,

√∑

k>2

|β̇k(t)− β̇k(t)|
2

6 Cµ.

Âåêòîðíîå ïîëå (β̇1, β̇k) äëÿ ñëó÷àÿ βj(0) = 0 ïðè j 6= 1 è j 6= k.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ôîðìóëû (1.15) îáúÿñíÿþò ïðèðîäó îòìå÷åííîãî âûøå ðåçóëüòàòà: åñëè â
ñëó÷àå qt < 0, ò.å. ñòîêà, çàäà÷à (1.1)�(1.3) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì t (â íàøåì
ñëó÷àå q = 2 > 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü èäåò î ëþáîì ìàëîì îòðèöàòåëüíîì t), òî íà÷àëüíûé
êîíòóð Γ0 íåîáõîäèìî àíàëèòè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (1.15) ôóíêöèÿ (1.12) áóäåò îïðåäåëåíà
ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì t < 0 ëèøü òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå β0

k = βk(0) ôóíêöèè
(1.13) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþò è îïðåäåëÿþò òåì ñàìûì (ñì., íàïðèìåð, [28, § 12])
àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå (î áåñêîíå÷íîì ïî âðåìåíè �äðåéôå� âîçìóùåí-
íîé îêðóæíîñòè; ñð. ñ [29]) ñîãëàñóåòñÿ ñ òàêèì ôàêòîì: åñëè ïðè äåôîðìàöèè t 7→ Γt êðèâàÿ
Γt∗ ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì t∗ 6= 0 ãîìîòåòè÷íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò {0},
ò.å. òàì, ãäå ëîêàëèçîâàí èñòî÷íèê-ñòîê, òî êðèâàÿ Γ0, à ïîòîìó è âñå êðèâûå Γt ãîìîòåòè÷íû
òîé æå ñàìîé îêðóæíîñòè.

2. Êâàçèêîíòóðíàÿ ìîäåëü. Êðèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
Àòòðàêòîð-ðåïåëëåð

Òåîðåìà 1.2 ïðîÿñíÿåò ýâîëþöèþ ñëàáûõ âîçìóùåíèé îêðóæíîñòè (÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåí-
íóþ íà ðèñ. 1). Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî êîíòóðà óðàâíåíèå (1.11) èçó÷àëîñü â ðàìêàõ
àïïðîêñèìàöèîííîé òàê íàçûâàåìîé êâàçèêîíòóðíîé [30]�[32] (ðàíåå èìåíîâàâøåéñÿ ïîëèãî-
íàëüíîé [34], êîíå÷íîòî÷å÷íîé [33] ) ìîäåëè çàäà÷è (1.1)�(1.3).

∣ ∣ ∣ ∣

β1

βk

( ˙̄β1,
˙̄βk)

∣

∣

lλ
= ( 2λ

2
−1

2
,−k+2

2
λ)β1

lλ := {βk = λβ1}

βk = 1

k (µρ)
1/4β

3/4
1

˙ ˙
Ðèñ. 1. Âåêòîðíîå ïîëå (β̇1, β̇k) äëÿ ñëó÷àÿ βj(0) = 0 ïðè j 6= 1 è j 6= k.

2.1. Êâàçèêîíòóðíàÿ ìîäåëü çàäà÷è (1.1)�(1.3) îòëè÷àåòñÿ îò ñàìîé ýòîé çàäà÷è ëèøü â
ñëåäóþùåì.

Âî-ïåðâûõ, êëàññ ãëàäêèõ êðèâûõ Γt çàìåíåí íà êëàññ êâàçèêîíòóðîâ. Èìè ÿâëÿþòñÿ ïî-
ëèãîíàëüíûå êîíòóðà Γm

t , îãðàíè÷èâàþùèå ïîëèãîíàëüíûå îáëàñòè Ωm
t , ñèììåòðè÷íûå (êàê è

îáëàñòè Ωt) îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Îðäèíàòû âåðøèí s0, s±1, . . . , s±m êâàçèêîíòóðà Γm
t èìåþò

çíàê ñâîåãî èíäåêñà, â ÷àñòíîñòè, âåðøèíà s0 ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Ox. Ýòè âåðøè-
íû îáðàçóþò 2m+ 1 åãî ñòîðîí [s0, s±1], [s±1, s±2], . . . , [s±(m−1), s±m], [sm, s−m].

Âî-âòîðûõ, ýâîëþöèÿ ýòèõ ñòîðîí îïðåäåëÿåòñÿ äâèæåíèåì âåðøèí êâàçèêîíòóðà Γm
t , ñî-

ãëàñíî íèæåïðèâåäåííîìó óñëîâèþ (2.1) (íàñëåäóþùåìó óñëîâèå Ñòîêñà (1.2) è äèíàìè÷åñêîå
óñëîâèå Ëåéáåíçîíà (1.3)), à òàêæå óñëîâèþ (2.3) (íàñëåäóþùåìó êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (1.1)).

Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ N : t 7→ N(t) = (N1(t), . . . , Nm(t)) è âåêòîð σ = (σ1, . . . , σm), â
òåðìèíàõ êîòîðûõ áóäåì çàäàâàòü êâàçèêîíòóð Γm

t . Çäåñü è íèæå ÷åðåç Nj(t) îáîçíà÷åí óãîë
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íàêëîíà ê îñè Ox âíåøíåé íîðìàëè ê j-é ñòîðîíå [sj−1, sj ] êâàçèêîíòóðà Γm
t . Ïðè ýòîì äëÿ 1)

j = 1, . . . ,m

− π/2 < N1 < π/2,

− π < Nk −Nk−1 < π ∀k ∈ {2, . . . ,m},
0 < Nm < 2π.

Äàëåå, ïàðàìåòð σ = (σ1, . . . , σm) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà÷àëüíîìó êîíòóðó Γm
0 ÷åðåç

ðåøåíèå çàäà÷è
uxx + uyy = 2δ(x, y) â Ωm

t , u = 0 íà Γm
t (2.1)

ïðè t = 0 è çàäàåò ïîñðåäñòâîì ôîðìóë (2.2) äëèíû ñòîðîí êâàçèêîíòóðà Γm
t . À èìåííî, σk åñòü

òî çíà÷åíèå ôóíêöèè v, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé â Ωm
t ∩ R2

+ ê ôóíêöèè u, ïðè êîòîðîì k-ÿ
âåðøèíà sk ∈ Γm

t ïðèíàäëåæèò ëèíèè óðîâíÿ {(x, y) ∈ Ωm
t | v(x, y) = σk}. Î÷åâèäíî, ÷òî

0 = σ0 < σ1 < . . . < σm < σm+1 = 1

à êîîðäèíàòû (xk, yk) âåðøèíû sk (äëÿ k = 1, . . . ,m) îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.6) ïî
ôîðìóëàì

xk = x0 −
σk∫

0

ea sin b dv, yk =

σk∫

0

ea cos b dv, (2.2)

ãäå

x0 =

0∫

−∞
eA(t;u,0) du, a(t, v) + ib(t, v) = A(t; 0, v) + iB(t, 0, v),

à ôóíêöèÿ Ãåëüìãîëüöà � Êèðõãîôà

A+ iB : w = u+ iv 7→ A(t;u, v) + iB(t;u, v)= ln

∣∣∣∣
∂z(t;w)

∂w

∣∣∣∣+ i arg
∂z(t;w)

∂w

ñîîòâåòñòâóåò äëÿ z = x+ iy ∈ Ωm
t ∩ C+ (ñð. ñ (1.5)) ðåøåíèþ u : (x, y) 7→ u(x, y) çàäà÷è (2.1).

×òî êàñàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ äëÿ êâàçèêîíòóðà Γm
t , òî (ó÷èòûâàÿ (1.1)⇔(1.8))

çàäàäèì åãî ôîðìóëîé
Rk = ẋk cos bk + ẏk sin bk, k = 0, . . . ,m, (2.3)

ãäå bk = b(t, σk), à Rk � ýòî �íîðìàëüíàÿ� ñêîðîñòü òî÷êè sk ∈ Γm
t , òî÷íåå, àëãåáðàè÷åñêîå çíà-

÷åíèå ïðîåêöèè ñêîðîñòè òî÷êè sk ∈ Γm
t íà âíåøíþþ �íîðìàëü� ê Γm

t , êîòîðàÿ åñòü áèññåêòðèñà
âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå sk ïîëèãîíà Γm

t . Ïîëàãàÿ N0
def
= −N1, çàìåòèì, ÷òî

b0 = 0, bk =
Nk +Nk+1

2
, k = 0, 1, . . . ,m.

Îòìåòèì î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Êâàçèêîíòóð Γ0 � ïðàâèëüíûé (2m+1)-ìíîãîóãîëüíèê, à èñòî÷íèê-
ñòîê íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå åñëè è òîëüêî åñëè (N,σ) = (N̂, σ̂)

def
= (N̂1, . . . , N̂m; σ̂1, . . . , σ̂m),

ãäå

2N̂1 = N̂2 − N̂1 = · · · = N̂m+1 − N̂m =
2π

2m+ 1
,

σ̂1 = σ̂2 − σ̂1 = · · · = σ̂m − σ̂m−1 =
2

2m+ 1
.

1) Óãîë íàêëîíà âíåøíåé íîðìàëè ê äðóãèì ñòîðîíàì êâàçèêîíòóðà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ åãî ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Â ÷àñòíîñòè, óãîë íàêëîíà ê (m+ 1)-é ñòîðîíå [sm, s−m] ðàâåí π.
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N1 =
π

5

N2 =
3π

5

σ2 =
4

5

σ1 =
2

5

O

Ðèñ. 2. Âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíîãî êâàçèêîíòóðà Γ5
t , â öåíòðå êîòîðîãî èñòî÷-

íèê èëè ñòîê.
Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå êâàçèêîíòóð Γm

t îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì σ = σ(Γm
0 ) è

âåêòîð-ôóíêöèåé N : t 7→ N(t).

Òåîðåìà 2.1 (ñì. [32]). Âåêòîð-ôóíêöèÿ N : t 7→ N(t) = (N1(t), . . . , Nm(t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

Q(N,σ)Ṅ = exp(−2α0)P
0(N,σ) + α̇0 P

1(N,σ),

ãäå

e−2α0(t) = (t+ |Ω+
0 |)

1∫

0

( 0∫

−∞
e
2(πu+

∑
k>1

βk(t)e
πku cosπkv)

du

)
dv,

βk(t) =
2

k

(
N1(t) +

m∑

j=1

Nj+1(t)−Nj(t)

π
cos kπσj

)
,

à ýëåìåíòû ìàòðèö Q = (qkj)16k,j6m, P 0 = (p0k)16k6m è P 1 = (p1k)16k6m èìåþò âèä

qkj =
1

π


tg Nk −Nk−1

2

σk−1∫

0

ln fj(η)

g(N, η)
dη + tg

Nk+1 −Nk

2

σk∫

0

ln f(η)

g(N, η)
dη


+ δkj

σk∫

σk−1

dη

g(N, η)
,

p0k(N) =dk−1(N) cos
Nk −Nk−1

2
− dk(N) cos

Nk+1 −Nk

2

+ (δk1 − 1) tg
Nk −Nk−1

2

k−1∑

j=1

[
dj−1(N) sin

Nj −Nj−1

2
+ dj(N) sin

Nj+1 −Nj

2

]

− tg
Nk+1 −Nk

2

k∑

j=1

[
dj−1(N) sin

Nj −Nj−1

2
+ dj(N) sin

Nj+1 −Nj

2

]
,

p1k(N) = tg
Nk −Nk−1

2

σk−1∫

0

dη

g(N, η)
+ tg

Nk+1 −Nk

2

σk∫

0

dη

g(N, η)
,

â êîòîðûõ δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

fj(η) =

∣∣∣∣
sin π

2 (η + σj−1) sin
π
2 (η − σj−1)

sin π
2 (η + σj) sin

π
2 (η − σj)

∣∣∣∣ , 1 6 j 6 m,
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fm+1(η) = 2
∣∣∣sin π

2
(η + σm) sin

π

2
(η − σm)

∣∣∣ ,

g(N, η) = 2

m+1∏

k=1

fk(η)
Nk/π dk(N) =

1

λk+1 − λk

λk+1∫

λk

g(N, η) dη,

λk =
σk−1 + σk

2
, 1 6 k 6 m, λ0 = −λ1, λm+1 = 1.

N2

π

5

N1

3π

5

M2

N2

0

[5π

7

3π

5

π

7

M3

N3

N1

N2

N3

0

Ðèñ. 3. Êðèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ M2(N, σ̂) è M3(N, σ̂) â ïðîñòðàíñòâàõ N2(N, σ̂) è N3(N, σ̂)
ñîîòâåòñòâåííî.

2.2. ×èñëåííûé àíàëèç [30]�[32] ïîêàçàë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Nm(N,σ) êâàçèêîíòóðîâ Γm
t

èìååòñÿ ìíîãîîáðàçèå Mm(N,σ) = {(N,σ) ∈ Nm(N,σ)
∣∣detQ(N,σ) = 0} êîðàçìåðíîñòè 1, êî-

òîðîå â [32] íàçâàíî êðèòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó îíî ñâÿçàíî ñ âûðîæäåíèåì ìàòðèöû Q(N,σ),
ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðó I−K(β), ôèãóðèðóþùåìó â ôîðìóëå (1.11).

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4 è 5 ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âêëþ÷àÿ ãðàôèêè t 7→ detQ(t)
è t 7→ ln ρ(t), ãäå ρ � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé äâóõ òî÷åê êâàçèêîíòóðà îò
èñòî÷íèêà-ñòîêà, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðàâèëüíûå êâàçèêîíòóðû Γ5

t ∈ M5(N,σ) è Γ7
t ∈ M7(N,σ),

â öåíòðå êîòîðûõ ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê-ñòîê, ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðîì â ñëó÷àå èñòî÷íèêà (è ðå-
ïåëëåðîì â ñëó÷àå ñòîêà). Òàêîé æå âûâîä â îòíîøåíèè îêðóæíîñòè (ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâèëüíûì
êâàçèêîíòóðîì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí), â öåíòðå êîòîðîé ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê-ñòîê, äàåò
òåîðåìà 1.2, ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿ íà ðèñ. 1.

×òî êàñàåòñÿ ýâîëþöèè ìàëûõ âîçìóùåíèé äðóãèõ òî÷åê êðèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî
äëÿ òåõ òî÷åê Mm(N, σ) (ò.å. êâàçèêîíòóðîâ), äëÿ êîòîðûõ áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïå-
ðèìåíòû, îêàçàëîñü, ÷òî îíè, íàïðîòèâ, ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè â ñëó÷àå ñòîêà (è òåì ñàìûì
ðåïåëëåðàìè â ñëó÷àå èñòî÷íèêà). Â ÷àñòíîñòè, íà ðèñ. 6 è 7 ïðåäñòàâëåíû ïîäòâåðæäàþùèå
ýòîò ôàêò ðåçóëüòàòû, à èìåííî, äàííûå îá ýâîëþöèè â ñëó÷àå ñòîêà äåöåíòðèðîâàííîé �îêðóæ-
íîñòè� (ò.å. ïðàâèëüíîãî äåöåíòèðîâàííîãî êâàçèêîíòóðà Γ8

t ). Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå íà
ýòèõ ðèñóíêàõ äàííûå îá ýâîëþöèè â ñëó÷àå ñòîêà äåöåíòðèðîâàííîé �îêðóæíîñòè� ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþò óïîìÿíóòîìó â íà÷àëå ñòàòüè ðåçóëüòàòó [6].
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Ðèñ. 4. Ýâîëþöèÿ â ïðàâèëüíûé êâàçèêîíòóð Γ5
t ñ öåíòðèðîâàííûì èñòî÷íèêîì ñëàáî âîçìó-

ùåííîãî êâàçèêîíòóðà, äëÿ êîòîðîãî 0 < N0
1 − π/5 ¿ 1, 0 < N0

2 − 3π/5 ¿ 1,detQ(N0) < 0.
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Ðèñ. 5. Ýâîëþöèÿ â (ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííûé) ïðàâèëüíûé êâàçèêîíòóð Γ7
t ñ öåíòðèðîâàí-

íûì èñòî÷íèêîì ñëàáî âîçìóùåííîãî êâàçèêîíòóðà.

(2)(1)(0)

Ðèñ. 6. Òðè ñòàäèè ýâîëþöèè â ñëó÷àå ñòîêà äåöåíòðèðîâàííîé �îêðóæíîñòè� Êóôàðåâà (äå-
öåíòðèðîâàííîãî êâàçèêîíòóðà Γ8

t ).
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Ðèñ. 7. Ýâîëþöèÿ â ñëó÷àå ñòîêà äåöåíòðèðîâàííîé �îêðóæíîñòè� Êóôàðåâà (äåöåíòðèðîâàí-
íîãî ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííîãî êâàçèêîíòóðà Γ8

t .
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